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Introduction

Objectif du tutorial :

@ présenter les bases de I'optimisation par simulation

@ expliciter quelques liens établis ou a creuser entre optimisation par
simulation et apprentissage par renforcement

Plan :

0 Introduction

e Optimisation par simulation

e Méthodes de gradient en optimisation par simulation
e Apprentissage par renforcement

e lllustrations
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Introduction

Conception par simulation de systémes pilotés

@ Systemes dynamiques complexes

@ Simulation du fonctionnement du systéme dans le temps
@ Conception par simulation :

» choix d’une famille de politiques de controle = € I
» optimisation de x par simulation du systeme, pour le critéere

J = E[L()]

@ apprentissage par renforcement / optimisation par simulation
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Optimisation par simulation

(Fu et al., 2008)

@ hypothéeses générales sur J et L, mais généralement modeles
stochastiques a événements discrets

@ Choix d’une famille de politiques paramétrées n(6), 6 € ©

J(E) = max E[L(€)]

@ domaine © C RP simple discret ou continu
@ Plusieurs approches itératives :
» méthodes d’optimisation ordinale
» méthodes de gradient stochastique
» méthodes de surfaces de réponse séquentielles
» méthodes d’optimisation globales
» méthodes meta-heuristiques
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Optimisation par simulation
optimisation ordinale
Domaines discrets de taille moyenne

@ Recherche rapide de solution de bonne qualité
e O= {91,92,... ,Qp}.
@ J(6;) estimé par

L
Ji= N ,:Z‘ Lo, (&)

@ Aprés N = Nj + --- N, simulations allouées a la résolution du
probléme, sélection de 6 avec

b = argmax J;.
i
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Méthodes optimales d’allocation

@ Maximisation de la probabilité de sélection correcte du systéeme
optimal 6* :
P(SC) = P(6p = 6")

@ Existence de régles simples de contr6le assurant une convergence
exponentiellement rapide en N de P(SC) vers 1

@ regle OCBA (optimal computing budget allocation), Chen et al. (2000)

avec
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Optimisation par simulation

gradient stochastique

Domaines continus

Approximation stochastique : version stochastique de la montée de
gradient en déterministe

9n+1 - Gn + an%J(gn)

avec VJ(6,) une estimation du gradient
VJ(6n) = | amEIL(E)]

et

ap — 0.
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Optimisation par simulation

surfaces de réponse séquentielles

Response Surface methodology (RSM) pour domaines continus (Barton
and Meckesheimer, 2006)
Construction itérative autour de 8, d’'un modéle réduit de J :

@ construire un plan d’expérience

@ simuler le plan

© construire un modele réduit de J

© déterminer I'optimum de I'approximation

@ faire un test de continuation-arrét

Q itérer si continuation

Frédérick Garcia, UBIA Toulouse (INRA) OS et AR 19/01/2010 8/38



Optimisation par simulation

approches globales

domaines discrets de grande taille ou continus
@ stochastic branch and bound
@ nested partitions (Shi and Olafsson, 2000)
@ P2 (Crespo et al., 2009)

@ partionner la région la plus prometteuse
@ échantillonage alétoire des sous-régions
@ détermination de la nouvelle région la plus prometteuse

ree search ccision space ‘main loop process
) i

oo
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Optimisation par simulation

métaheuristiques

@ adaptation au cas stochastique des méthodes a J déterministe
@ méthodes itératives locales 6,11 € V(6,) ou populationnelles

» tabu search,
» recuit simulé,
» algorithmes génétiques, ...

@ peu de considérations statistiques ou probabilistes
@ trés présents dans les packages commerciaux de simulation
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Méthodes de gradient en OS

Approximation stochastique

Approximation stochastique : recherche itérative du zéro d’une fonction
bruitée (Robbins and Monro, 1951)

Ont1 = 6p + a’nU(Qn,f)
Convergence p.s. de 6, vers une solution 8
E[U(6",8)] =0
sous des hypothéses de régularité de U et pour Y ap = 00, Y ap? < 00 :

n'2(6, - 67) &5 A(0,T) quand n — oo
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Méthodes de gradient en OS

Gradient stochastique
Application a I'optimisation
J(6") = max E[L
(6") = max E[L (&)]

pour une montée de gradient stochastique

9n+1 - gn + a'nﬁJ(gn)

avec
vJ(0) —[ wEIL(E)] ]

Probléme : estimation du gradient
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Différences finies

Méthode naive de différence finie:

0 J(+6") - J(6)
55 FILE)] 5
avec
X0) = 35 > Lof&)
j=1

@ co(t élevé de I'estimation : N(p + 1) simulations par itération

@ N élevé = variance \

@ ¢ élevé = variance \, mais biais

e différences symétriques (6 + ¢') et (6 — ') : biais \, mais 2Np
simulations.
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Différences finies

Kiefer-Wolfowitz

N = 1 : différence finie et approximation stochastique (FDSA), méthode

de Kiefer-Wolfowitz (1952)

0 Lo,+5,ei(§) = Loy-s5,ei(&)
_E L ~ n n n n
g ELL()1(6n) 25

avec e’ = (0,---,1,0,---) vecteur de base de RP

@ 6,—0
@ Y ap=0,) Qn6n2 < 00, Z(an/an)2 < 00,
@ variance importante, qui /" quand 6, — 0.

N30, - 0%) 25 N (1, ¥) quand n — o
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Différences finies

Perturbations simultanées

Méthode des perturbations simultanées (SPSA), Spall (1992)

0 Lo,+5,0(€) = Lo,—s,a(¢")

G EIL©1(en) ~ oy

avec A =(---,+/—1,---) aléatoire dans {-1, 1}°

@ méme vitesse de convergence que FDSA
@ 2 simulations par itération, efficace pour p grand.
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Différences finies

Common seed

Pour minimiser la variance de

Lot 5(€) — Lo-5(¢')
20

on utilise des tirages communs pour ¢ et & :

Lots(£) — Lo-s(£)
26
En terme de simulation, initialisation du générateur aléatoire avec la méme
graine commune en 6 4 6 et 8 — 4.
Accéleration du taux de convergence de FDSA et SPSAde n-'/3 an/2
(Kleinman, 1999)
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Différences finies
2nd ordre

Utilisation de la matrice Hessienne

H= (s EL )

comme gain matriciel pour guider et accélerer la convergence des
algorithmes stochastiques adaptatifs (Benveniste et al., 1990)

i

~n =1 a
HnJr‘] - Hn + a’an VJ(Qn)

@ gain matriciel optimal = H='(6*) inconnu
@ H, estimée adaptativement & partir de VJ(6),

@ utilisation possible de la méthode des perturbations simultanées : 3
simulations par itération (Spall, 2000).
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Différences finies

Moyennisation

Les méthodes de moyennisation (averaging) permettent d’approcher le
gain optimal asymptotique dans le cadre Robbins-Monro (Polyak and

Juditsky, 1992)
Utilisation possible pour les méthodes de gradient stochastique :

0n+1 - en + anﬁJ(Qn)
én+1 = 56h1 + (1- ,,%)én

@ comportement asymptotique optimal non garanti
@ intérét pour H(0*) élevée
@ autorise des gains a, plus élevés
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Méthodes de dérivation

Les méthodes de différences finies apparaissent comme des méthodes
brutales de dérivation, avec hypothése boite noire pour L.
Pour certains types d’applications :

@ modéles de file d’attente

@ modéles de gestion de stock avec des politiques (s, S)
@ modéles d’options en finance

e MDP

la structure de L est connue et autorise des méthodes plus fines
d’estimation de VJ(0) (Fu, 2008)
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Méthodes de dérivation

Analyse des perturbations infinitésimales (IPA)

I'IPA suppose que la distribution de & ne dépend pas de 6 :

90) = EIL©)] = [ LeaP(e)

Sous certaines hypothéses (fortes) de régularité de L, on a alors

00 = [ 5L
TG

Utile si %L@(f) peut étre simulé exactement
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Méthodes de dérivation

Analyse des perturbations infinitésimales (IPA)

@ exemples :

Lo(€) = 0+ Z(¢) "g 1
Lo(¢) = 6Z(¢) gf TLo(&)
Lo(¢) = 0+ 60Z(¢) 5(Le(£) - 0)

@ dérivation de fonctions composées le long d’'un chemin de simulation
@ en pratique I'échange V et E[ | n’est pas toujours valide directement
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Méthodes de dérivation

Rapport de vraisemblance / fonction score

Cas ou c’est la loi de & qui dépend de 6 (densité fy) :

J(6) = E[L(E)] = |_L(&)fo(£)dé

Alors

L)L t(e)de

8|
—~
=
I

T

o0'

%€ #©)
— 99 _ 39
= f: (L(f) fg(f)}fe(f)df—E[L(f) ]

Estimateur L (&) Vfﬁfe(g) dit du rapport de vraisemblance ou fonction score
(LR/SF)
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Méthodes de dérivation

Rapport de vraisemblance / fonction score

En pratique, ¢ = (&1, ...,&;) le long d’'une trajectoire, selon des
distributions f;4(¢;)

Alors

VE[L(&

ZVlnﬂe§,]
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Apprentissage par renforcement
PDM

@ Jet L reposent sur les processus décisionnels de Markov (PDM)
» <S,A,P,R >
»L=r+yn+yr+-+yn4--
» politique x : fonctionde S — A

@ Fonction de valeur V
» V. S — R, associée a chaque politique x
» V(s)=E[ro+yr +¥2ra+--+yrn+--| 8 = 9]
» V* associée a la politique optimale 7*

@ Equation d’optimalité de Bellman en V*

V*(s) = mgxz p(s’|s,a){r(s,a,s’) +yV'(s')}, Vs

n*(s) = argmapr(s’ | s,a){r(s,a,s’) +yV*(s’)}, Vs
a g
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Apprentissage par renforcement
Méthodes

Méthodes itératives sur paramétres continus :

@ Approximation de la fonction de valeur optimale
@ Optimisation directe de la politique 7
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Apprentissage par renforcement

Approximation de la fonction de valeur

@ Paramétrisation des fonctions de valeur V“(s) (ou Q“(s, a))
@ Mise a jour itérative en cours de simulation de w

Wk1 = Wk + axA(< Sk, ak, Ck, Sk+1 >, W)
@ Politique optimale approchée :
#*(s) = argminQ¥ (s, a)
a
= argmin Y p(s’ | s,a)(r(s,a,s") + V' (s))
a S
N

. 1 ’ * ’
= argmin Z{r(s, a,s)) +yVvV (s)}

a i=1
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Apprentissage par renforcement

Optimisation directe de la politique

@ Paramétrisation des politiques 74(s)
@ Mise a jour itérative en cours de simulation de 6

Ok+1 = Ok + ak A(< Sk, a, Ck, Sk+1 >, 6k)

@ Possibilité de coupler apprentissage de la fonction de valeur et
optimisation de la politique : architectures acteur-critique
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Approximation stochastique et apprentissage par
renforcement

Q-learning
Equation de Bellman :
Vi(s) = mngp(s’ | s,a){r(s,a,s’) +yV*(s')}, Vs
Sl

De maniére équivalente :

Vi(s) = max Q*(s,a), Vs
Q*(s,a) = Z p(s’|s,a){r(s,a,s’) +ymaxQ*(s’,a’)}, Vs,a
s’ @

Q*(s,a) = E|r(s,a,s’)+ymaxQ*(s’,a’)], Vs,a
a/
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Approximation stochastique et apprentissage par

renforcement
Q-learning

Onpose ¢ = (s,a,r,s), et H(Q,&)sa = (r+ymaxy Q(s’,a’) — Q(s, a))
Alors

E[H(Q".8)] =0

La méthode de Robbins-Monro donne directement

Qn—H = Qn + a’nH(Qn,-fn)
soit

Qn—H (Sn’ an) = Qn(sn, an) + an(rn +7y maa;x On(sn—H s a/) - Qn(Sn, an))
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement

Optimisation de politiques paramétrées

(Williams, 1992 ; Baird and Moore, 1999 ; Sutton et al., 2000 ; Baxter and

Bartlett, 2001)
Politique my aléatoire

ng(s) = a avec laprobag(als;d) Vs

Exemples :
esa
als;0)= —, ,0522>0
Q( | ) Zbes,b >a
exp0.¢(s, a)
als;0)=
@10 = 5 exp0.0(s.b)
avec

¢(s.a) = (¢1(s. a),....¢p(s,a))
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement

Optimisation de politiques paramétrées
MDP a un coup (T = 1), état initial tiré selon u(s)
J(o) = max E[r(s,a,s’)]

Méthode de la fonction score

VE|[r(s,a,s")] = V

> u(s)a(als: e)p(sws,a)r(s,a,sﬂ

s,a,s’

Z [%r(s,a,s')]ﬂ(S)Q(aﬂs?g)P(S'|S’a)

_ [Vq(als; 0)

mr(s, a, s’)] .
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement

Optimisation de politiques paramétrées

Avec g(a | s;0) = 22fo(sa)

Ybexpb.p(s.b) *
1 dq(als; 6)
s on —H(®) 2a(sb)abisi0)

soit

Vq(als; 6)

——= =¢(s,a) - bls; 0)p(s, b

s 3 ;q( )é(s. b)
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement

Optimisation de politiques paramétrées

Horizon T > 1

J(0") = max E[r(so, &, 1) + yr(s1, a1, 82) + - + ¥y 'r(s7-1,ar-1, 87)]

Une démarche similaire conduit a

T-1 t—1

T-1
Vg at’|3t’
= VE[Z ytrt] = ’}/tl’t Z
t=0 =0 =0 q(arlse: 6

Méthodes adaptatives en horizon infini (Baxter and Bartlett, 2001)
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement

Méthode acteur-critique

Horizon infini, équation de bellman

Vo(s) = > a(als;0) ) p(s'ls, a)(r(s,a,s") + yVe(s))
On montre que

Vq(ailst; 0
VVy(s)=E ;ytmog(s,a)lso =s

d'ou
VJ(O) = > u(s)VVe(s)
S
= D m(s) ), Valals: 6)Qu(s. )
S a
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement

Méthode acteur-critique

Utilisation d’une fonction de valeur approchée Q“(s, a) estimée au cours
de la simulation
Critere de compatibilité entre les paramétrages w et 6

w _ Vaq(als; 6)
vQ“(s,a) = @S 0)

Exemple pour g(a | s;6) = % :

Q“(s,a) = w.(¢(s,a) - > q(bls; 6)¢(s, b))
b
Q¥ linéaire en ¢;

Voir aussi le gradient naturel et Natural Actor-Critic (Peters and Schaal,
2008)
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Conclusions

@ Un réel transfert aujourd’hui du savoir-faire en optimisation par
approximation stochastique et dérivation vers la communauté de
I'apprentissage par renforcement

@ liens entre optimisation ordinale et exploration ou encore optimisation
en ligne

@ liens entre approximation de fonction de valeur et metamodélisation
en optimisation par simulation

@ tirages communs et apprentissage par renforcement ?

@ optimisation par simulation / apprentissage par renforcement et
parallélisme

@ des liens a faire avec les résultats sur les SMDP en optimisation par
simulation

@ apprentissage par renforcement et modéles a événements discrets
(Rachelson et al., 2008) ?
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