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Schéma générique d’une étude d’incertitude sur un code

Étape B:
Quantification 
des Sources 

d’incertitudes

Modélisation par 
des distributions

Modèle
(ou processus de 

mesure)
G(x,d)

ModModèèlele
(ou processus de (ou processus de 

mesure)mesure)
G(x,d)

Variables 
d�entrée

Incertaines : x
Fixées : d

Variables Variables 
dd��entrentrééee

Incertaines : x
Fixées : d

Variables 
d�intérêt
Z = G(x,d)

Variables Variables 
dd��intintéérrêêtt
Z = G(x,d)

Critère de décision
Ex: Probabilité < 10-b

Rebouclage
(feedback)

ÉÉtapetape A : A : SpSpéécificationcification du probldu problèèmeme

Quantité
d�intérêt

ex: variance, 
probabilité ..

QuantitQuantitéé
dd��intintéérrêêtt

ex: variance, 
probabilité ..

Étape C : Propagation des 
sources d’incertitude

Étape C’ : Analyse de sensibilité,  
Hiérarchisation

Dans la suite : Y = f (X),  X ∈∈∈∈ Rp , Y ∈∈∈∈ R
[ de Rocquigny

et al. 08 ]
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Un outil multifonctionnel : le métamodèle

Phénomène Code de calcul

Variables et paramètres d’entrée
X1, …, Xp

Expérience
«observée»

Expérience
«simulée»

Métamodèle

Expérience
« prédite »

DDééterminationtermination
des des paramparamèètrestres

AdAdééquationquation expexpéériencesriences
simulsimulééeses et et observobservééeses

Exploitation du mExploitation du méétamodtamodèèle :le :
Analyse de sensibilité

Métamodèle
)( XfY SRSR =

Distribution des
entrées

Distribution 
de la sortie

Propagation d’incertitudes • Calibration

Coûteux 
en temps

Coût
négligeable
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Définitions
[ Kleijnen 70’s ]

Un métamodèle est une fonction mathématique :
– approximant les réponses du modèle étudié,
– de coût négligeable,
– permettant de prédire avec une bonne précision de nouvelles 

réponses

Exemples : polynômes, splines, réseaux de neurones, …
krigeage (processus gaussien – PG)

• Synonymes :

– Surface de réponse
– Modèle simplifié
– Émulateur
– Modèle proxy
– Surrogate model
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Plan

1.Exemple d’applications : scénario de transfert hydrogéologique de 
contaminants

2.Le métamodèle Processus Gaussien (krigeage)

3.Plans d’expériences associés

4.Panorama de différents métamodèles

5. Conclusions
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Site de stockage temporaire de déchets radioactifs

! Site (2 ha) en banlieue de Moscou

! De 1943 à 1974 : stockage de 

déchets radioactifs solides

! Reconnaissance du site vers 1990 : 

réseau de 20 piézomètres 

! Contamination nappe supérieure 90Sr

Collaboration Institut Kurchatov/CEA
[Volkova et al. 08]

Estimation de l’impact de la contamination sur 
l’environnement

(degré de contamination de la nappe)

Faut-il réhabiliter le site ?
(excavation des déchets et traitement des sols)
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250m × 350m, 200 pas de temps
Ecoulement transitoire 3D ; convection-dispersion ; sorption linéaire ; 

décroissance radioactive ; pas de terme source

Exemple d’un calcul (20mn)

Présentation du modèle du site de Kurchatov (2/2)
Logiciel MARTHE (BRGM) : Modélisation d’Aquifère par un maillage Rectangulaire 

en régime Transitoire pour le calcul Hydrodynamique des Ecoulements

August 2002 December 2010

Cartes de
Concentrations

Identification de 20 paramètres d’entrée incertains et de 
20 sorties (concentrations aux 20 piézomètres)

+ Jeu de 
20 variables 

d’entrée
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1 sortie scalaire – Analyse de sensibilité
Échantillon ( X, Y (X ) ) de taille N > p , de préférence de taille N >> p

? Relation linéaire ?

Oui

Régression
linéaire

entre Xi et Z

Coefficients 
de régression 

(R²) 

Indices
De

sensibilité
Indices de Sobol

Non ? Relation monotone ?

Oui Non

Régression sur 
les rangs

(R²*) 

? Code coûteux ?

OuiNon

Métamodèle

N = 300 calculs de type Monte-Carlo (LHS)

Étape préliminaire : visualisation graphique (par ex : scatterplots)

Méthodologie d’analyse de sensibilité quantitative
[Saltelli et al. 00, Helton et al. 06]
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Analyse graphique : scatterplots piézomètre p23
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Parfois de simples diagrammes sortie / entrées sont suffisants

1 sortie (p23) - p = 4 entrées
N = 300 calculs de type Monte Carlo (toutes les entrées Xi  varient en 
même temps)
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Sorties scalaires – Résultats de l’analyse de sensibilité (1/2)

! Relations entrées/sortie approximativement linéaires : 

p23 (R2 = 74%)  ;  p4-76 (R2 = 67%) ; 6 sorties de R² >  50%

Remarque : le coef. de détermination R² est calculé pour la prédiction

! Relations non monotones [Marrel et al. 08]

Constructions de métamodèles par krigeage

! R²> 50% pour 15 variables de sortie

! Calcul des indices de Sobol sur les métamodèles

! 5 sorties restent à R² < 50% (sorties à très faible variabilités)

Étude sur 20 variables de sortie
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Ajustement dAjustement d’’un mun méétamodtamodèèle PG :le PG : RR²² = 93% (r= 93% (réégression lingression linééaire Raire R²² = 68%)= 68%)

Analyse de sensibilitAnalyse de sensibilitéé basbaséée sur le PGe sur le PG [Marrel et al. 09]

Estimation des indices de Sobol + construction des intervalles de prédiction

[ 10 ; 17 ]131513I3

[ 56 ; 83 ]697652kd1

[ 5 ; 11 ]882per1

IC- 90%
(PG global)(PG global)

Si
(PG prédicteur)

SRCi²
(régression linéaire)

(en %)
]~[ ii SEΩ=µ )~( iS

Indices de sensibilité pour la sortie « Piézomètre p104 »

Le métamodèle PG permet d’avoir une estimation + fiable des indices 
de sensibilité qu’en utilisant la régression linéaire (SRC ou SRRC)

L’obtention d’IC avec le PG permet d’intégrer l’erreur résiduelle due 
au remplacement du code par le métamodèle
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! Groupe 1 : kd1

(coef. de partage de la 
couche 1)

! Groupe 2 : kd2

(coef. de partage de la 
couche 2)

! Groupe 3 : i3

(intensité d’infiltration)

- groupe 1
- groupe 3
- groupe 2

Sorties scalaires – Résultats de l’analyse de sensibilité (2/2)

! Pas d’interaction entre les variables d’entrée (Si  ~ STi)

Entrées les +
influentes
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• Quelques exemples de cartes obtenues en sortie du calcul

Sortie spatiale

Concentration en 90Sr prédite en 2010

4096 pixels4096 pixels
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[Marrel 08]
Etape 1 : DEtape 1 : Déécomposition spatiale des composition spatiale des N N =300 cartes =300 cartes 
! Centrage des cartes
! Décomposition sur une base d’ondelettes
! Tri des coefficients par valeur moyenne en norme L2

Etape 2 : ModEtape 2 : Modéélisation des coefficients en fonction de Xlisation des coefficients en fonction de X
!! ModModéélisation des 100 premiers coefficients par mlisation des 100 premiers coefficients par méétamodtamodèèle le 

(krigeage)(krigeage)
!! ModModéélisation des coefficients 101 lisation des coefficients 101 àà 1000 par r1000 par réégression lingression linééaire aire 

simple (avec ssimple (avec séélection par AIC)lection par AIC)

Etape 3 : PrEtape 3 : Préédiction pour un nouveau jeu ddiction pour un nouveau jeu d’’entrentréée e x* 
x* => prediction des coefficients => reconstitution de la carte

Analyse de sensibilitAnalyse de sensibilitéé ::

Obtention de cartes spatiales dObtention de cartes spatiales d’’indices de Sobolindices de Sobol

Méthodologie pour sortie spatiale



B. Iooss – Ecole chercheurs MEXICO – Giens - 14/05/09 15

Cartes d’indices de Sobol pour les entrées kd1, kd2 et i3

Sortie spatiale – Résultats de l’analyse de sensibilité

Kd couche 1 Kd couche 2

Infiltration forte (canalisations rouges)
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Plan
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Métamodèle du krigeage
L’idée du krigeage [ Matheron 63 ] pour les codes est d’interpoler les 

réponses du code [Sacks et al. 89 ] comme pour une cartographie spatiale

MMéétamodtamodèèle intle intééressant car :ressant car :
– interpole les réponses (pas d’hypothèse sur le bruit de mesure),
– évalue une nouvelle réponse très rapidement,
– fournit en plus d’une prédiction, une estimation de son erreur

Exemple en 1D :

Fonction théorique (p =1) :

Simulation de N = 8 calculs

( ) ( )XXXY ππ 8sin4cos)( +=

YY

XX
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Le krigeage spatial 

Combinaison linéaire des N données :

Prise en compte de la configuration des données, de la distance entre 
données et cible, des corrélations spatiales, d’informations externes, …

u

u1

u2

u4

u5

u3
u8u7

u6

Y *(u)

Estimateur sans biais : E [ Y *(u) – Y (u) ] = 0
la moyenne des erreurs est nulle.

Y *(u) est optimal : Var [ Y *(u) – Y (u) ] est minimale
la dispersion des erreurs est réduite.

)uY((u)Y i

N

i
i

* ∑
=

=
1

λ
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Modélisation stochastique de Y(x)
Le champ aléatoire Y (x) est caractérisé par sa moyenne et 

sa covariance.

Y (x) est stationnaire d’ordre 2 : E[Y (x)] = m ne dépend pas de x

Covariance : corrélation normalisée
[ ] [ ] [ ]   xde  pas  dépend  ne  )()()()()()](),([Cov hCxYEhxYExYhxYhxYxY =+−+Ε=+

variance

C(h)fonction de 
covariance

Portée = longueur maximale de corrélation = voisinage du krigeage

Prise en compte des 
caractéristiques spatiales 
(par l’intermédiaire de la 

covariance)
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Le krigeage simple (moyenne connue) 

Min { E [ Y *(u) – Y (u) ]2 }
λi régression linéaire multiple (à résidus corrélés) par 

moindres carrés.

Les poids de krigeage associés à Y (ui) sont déterminés par :

Système de N équations linéaires à N inconnues qui possède une unique 
solution (si la matrice est non singulière)

Variance du krigeage (erreur d’estimation) : 

)(uiλ





=∀−=−∑
=

NiuuC)uuC(u iji

N

j
j K1)()(

1

λ

mm)uY(u(u)Y i

N

i
i

* +−= ∑
=

][)(
1

λ (m constante et connue)

)()()0()(
1

2 uuCuCu i

N

i
iK − −= ∑

=

λσ

On peut donc visualiser les régions où l’estimation est imprécise et où il 
conviendrait de placer des nouveaux points de mesure
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IdIdéée : e : le code est la réalisation d’un champ aléatoire gaussien

Definition  :Definition  :
Processus Gaussien défini sur

! Y(x,ω) = G(x) + Z(x,ω)

Regression Regression PartiePartie stochastiquestochastique

Exemples de choix paramExemples de choix paraméétriques :triques :
– G : polynôme de degré 1

– Z : processus stationnaire avec covariance exponentielle 
généralisée

( ) 







−−== ∑

=

p

i

q
iii

iux
1

exp -R  ) ,R( θuxux

∑
=

+=
p

i
ix

1
i0  )G( ββx

Ω×pR
Z processus stochastique avec : 

EEΩΩ[[Z(xZ(x)] = 0)] = 0

CovCovΩΩ((Z(xZ(x), ), Z(uZ(u)) = )) = σσ²²R(R(xx, , uu) ) 

où σ² est la variance

et R la fonction de corrélation

Z~Z~NN(0, (0, σσ²²R)R)

Métamodèle Processus Gaussien (PG) 
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Loi jointe et loi conditionnelle
•• Loi jointe  :Loi jointe  :

– Modèle PG : Y(X) = βF(X) + Z(X)

– Base d’apprentissage (BA)

– Loi jointe sur la BA : 

– Loi conditionnelle pour un nouveau point x* :

•• PrPréédicteurdicteur et erreur associet erreur associéée :e :

– Meilleur prédicteur linéaire sans biais (BLUP) :

– Interpolateur exact des points de la BA

– Formulation de l’erreur : 

( ) ( )[ ]∗∗∗ = xxRxxRxr N ,,...,,)(  avec 1

[ ] ( )( ) kikiSSNS xxRRXFFYxxX ,1 , , )( ,   ,,..., ===

))²(~),((~)( ,
∗∗∗ xxxY

SS YX σµN

[ ]FYRxrxFx ββµ −+= −∗∗∗ 1)()()(

( ))()()())((1²)²(~ 111 ∗−∗∗−−∗∗ −+= xrRxrxuFFRxux tttσσ
)()()(  avec 1 ∗∗−∗ −= xfxrFRxu t

)²,(~ RFYS σβN

)()(ˆ ∗∗ = xxY µ

)²(~)](ˆ[ ∗∗ = xxYMSE σ
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Construction du métamodèle PG
Estimation des paramEstimation des paramèètres tres de régression et de corrélation β, θ, σ

– Estimation sur la BA
– Maximum de vraisemblance + algorithme d’optimisation (par ex. stoch)
– Maximisation du R² sur une base de test pour θ ( )

( )∑

∑

=

=

−

−
−= N

i
i

N

i
ii

YY

YY
YYR

1

2

1

2

2

ˆ
1)ˆ,(

PG conditionnel

aux points de la BA

BA

(XBA,YBA )
Structure PG

β, θ et σ estimés

•• Résultat des simulations du code 
• Points « d’ancrage »

• Points Interpolés exactement
• Sélection optimale de ces points 

•• Structure du réseau, de la « toile » !

• Estimation des paramètres  par maximum de 
vraisemblance sur les points de la BA

• Sélection des paramètres β et θ significatifs

))²(~),((~)( ,
∗∗∗ xxxY

BABA YX σµN

Formulation et comprFormulation et comprééhension du modhension du modèèle  :le  :
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DifficultDifficultéés :s : Estimation en grande dimension, inversion de R
On y arrive généralement quand N ~ 10 p et N  <  1000

• Métamodèle souple, performant, interpolateur exact
[ ouvrages : Santner et al 03, Rasmussen & Williams 06, Fang et al. 06, Kleijnen 08 ]

• Cadre statistique, expression analytique 
Calcul analytique (distribution de la sortie, indices de Sobol)

• Ce métamodèle probabiliste permet d’accéder à d’autres quantités 
que celles utilisant uniquement le prédicteur :

Estimation de quantiles et de probabilités de dépassement de seuil

Optimisation globale

La question du plan d’expériences est essentielle

Librairies R efficaces pour le PG : mlegp, DiceKriging (à venir)

Bilan sur le métamodèle PG
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Plan

1. 1er exemple d’applications : scénario de transfert hydrogéologique de 
contaminants

2.Le métamodèle Processus Gaussien (krigeage)

3.Plans d’expériences associés

4.Panorama de différents métamodèles

5. Conclusions
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Spécificités des plans d’expériences numériques
(par rapport aux plans d’expériences physiques)

• expériences déterministes (pas d’erreur), 

• grand nombre de variable d'entrées, 

• larges domaines de variation des entrées,

• variables d’intérêt multiples, 

• interactions fortes entre les entrées,

• modèles fortement non linéaires, …

développement de techniques spécifiques

Space filling designs (répartition uniforme dans l’espace des entrées).
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Plan d’expériences maximisant la prédictivité du métamodèle
En grande dimension (p > 10), l’espace est creux (très mal rempli)

1. Plans « space filling » sont de bons candidats pour bien remplir l’espace

2. Propriété de projections uniformes sur les marges
obtenue via un plan Hypercube Latin (LHS) [ McKay 79 ] :
chaque entrée est bien échantillonnée.

Ex: p = 2, N = 4

3. Optimisation de LHS [ Fang et al. 06 ] critères de distance entre 
les points (minimax/maximin), critères d’uniformité (faible discrépance)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.
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0.
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0.
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1.
0

V1

V
2

0.2 0.4 0.6 0.8

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

V1

V
2

Simple Simple 
RandomRandom
SampleSample

SpaceSpace
FillingFilling
DesignDesign

Ex: p = 2, N = 10

Mesure d’uniformité : la discrépance suites à faible discrépance 
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Tests numériques avec des plans à discrépance faible
Discrépance : mesure de la différence entre la configuration des points 
et une configuration uniforme [ Hickernell 98 ]

Fonction non monotone (Fonction non monotone (pp = 5) = 5) : : gg--functionfunction de Sobolde Sobol

Ajustement dAjustement d’’un mun méétamodtamodèèle PGle PG

LHS simpleLHS simple LHS LHS àà discrdiscréépance faiblepance faible

RR²² RR²²

NN NN

[ ]∏
=

=
+

+−
=

5

1
1 ;051 5...1pour     ~    avec   

1
24

),...,(
i

i
i

ii iUX
a

aX
XXg

ÉÉchantillon chantillon 
dd’’apprentissage apprentissage 

de taille de taille NN
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Bilan sur les « space filling designs »
• Les plans LHS de type maximin sont intéressants, mais ne sont pas 
forcément les meilleurs pour construire un métamodèle 

[ Marrel 08 , Franco 08 ]

Axe de recherche encore ouvert

• La planification adaptative (séquentielle) est la voie royale pour la 
construction d’un métamodèle

Pour le métamodèle PG, la disponibilité de la variance permet 
d’ajouter facilement de nouvelles simulations là où la variance est 
maximale ; mais il y a bien d’autres stratégies [Scheidt 06 ]

• Librairies R efficaces pour les Space Filling Designs : lhs, DoCE (à venir)
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Quelques méthodes de lissage
[ Hastie & Tibshirani 90 ; Faraway 06 ; Storlie & Helton 07 ]

• Polynômes locaux :
Librairie R loess

• Splines cubiques :
K nombre de nœuds, 
{Bk}1≤k ≤ K base des polynômes tronqués (degré 3),
dérivées 2ndes continues sur les nœuds 

Problème : fléau de la dimension

• Modèles additifs, GAM :
Par exemple : 

s (.) = splines de régression pénalisée (librairie R mgcv)
s (.) = polynômes locaux (librairie R gam)

)(ˆ)(ˆ)(ˆ xβxxx +=αf
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L++= ∑∑
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1
x

∑
=

=
K

k
kk Bf

1
)(ˆ)(ˆ xx β



B. Iooss – Ecole chercheurs MEXICO – Giens - 14/05/09 32

Quelques méthodes d’apprentissage statistique
[ Hastie et al. 02 ; Faraway 06 ; Storlie et al. 09 ]

• Arbres de régression : prédictions constantes par morceaux

• MARS : prédictions linéaires par morceaux
{Bk}1≤k ≤ K produit de termes linéaires par morceaux

• Boosting : méthode adaptative agrégeant des modèles de plus en plus 
performants (par exemple des arbres de régression)

• SVM : méthode d’approximation par noyaux, formellement équivalente au 
krigeage

• Réseaux de neurones

∑
=

+=
K

k
kk Bf

1
0 )(ˆ)(ˆ xx ββ

( )
zβx

xα

m
t

m

m
t

mm

f

Mmz

+=

=+=

0

0

)(ˆ
,,1,

β

ασ K

σ (.) est une fonction de transition qui peut 
être une fct logistique, sigmoïde, radiale, etc.

∑
=

=
K

k
kk If

1
)(ˆ)(ˆ xx β
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Méthode spectrale : le chaos polynomial
[ Ghanem & Spanos 91 ; Sudret 08 ]

Base des polynômes du chaos = famille de polynômes orthogonaux ψk (x) 
associés à une mesure µX (x) 

Ex. : densité gaussienne        pol. d’Hermite ; uniforme       pol. de Legendre

Le développement de chaque v.a. d’entrée sur sa base permet de 
représenter Y = f (X) par tensorisation (chaos polynomial généralisé) :

Le jeu consiste à se limiter à un ordre K  de développement convenable 
(précision / nombre de termes).

Par exemple : p = 2 et K = 3 10 polynômes du chaos

Plus : approche déterministe, taux de convergence, atteint un niveau 
arbitraire d’incertitudes, les coef. du chaos contiennent toute l’info. proba.

Minus : fléau de la dimension, adaptation des outils (en mode intrusif), 
problème de robustesse (non linéarités, discontinuités)

( ) ∑
Ν∈

=
k

kkY )(XX ψα
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Plan

1.Exemple d’applications : scénario de transfert hydrogéologique de 
contaminants

2.Le métamodèle Processus Gaussien (krigeage)

3.Plans d’expériences associés

4.Panorama de différents métamodèles

5. Conclusions
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Classification des méthodes d’analyses de sensibilité

p 10p 1000p

Linéaire
degré 1

Monotone +
interactions

Monotone
sans

interaction

Métamodèle

2p

Morris

( p = nombre de 
variables d’entrée )

0

Non monotone 
continu

Nombre
d’évaluations
du modèle f

Criblage

Décomposition 
de la variance

Sobol
Plan 

d’expériences

Echantillon Monte-Carlo

Régression sur les rangs

Régression linéaire

Complexité/régularité
du modèle f

Permet le calcul de tout type d’indices 
+ tous les effets principaux E(Y | Xi )

[ Iooss 09 ]
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Métamodèle : méthodologie générale
1. Détermination du domaine de variation des paramètres influents
2. Choix d’un plan d’expériences numériques (LHS, SFD, …)
3. Évaluation du code pour le plan d’expérience choisi à l’étape 2
4. Construction du métamodèle à partir des expériences simulées à

l’étape 3 (estimation des paramètres, apprentissage…)
5. Validation du métamodèle (critères stats, validation croisée…)
6. Exploitation du métamodèle (prédiction, A.S., incertitude, calibration…)
Intérêt important du métamodèle : possibilité d’étudier l’impact du choix 

de la distribution des entrées
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